Simgesel Hesap

Giris

Matematigin kullanildigi tim bilim ve mihendislik dallarinda gesitli
denklemlerin olusturulmasi ve ¢ozulmesi gerekir: Lineer denklemler,
polinom denklemleri, diferansiyel ve integral denklemler, tansor
denklemleri, vs. Bircok durumda bu denklemlerin elle ¢ozumu uzun,
karmasik ve hataya acik islemler gerektirir. Bu islemler asla insan
eliyle gerceklestirilemeyecek derecede kapsamh olabilir.
Uygulanabildigi durumlarda matematiksel problemlerin bilgisayar
yardimiyla yaklasik c¢ozumlerini bulmak icin sayisal yontemler
gelistirilmistir. Sayisal yontemler belli bir hata pay1 igerir. Sayisal
analizin temel problemlerinden biri bu hatay1 kontrol altinda tutmaktir.

Simgesel hesaplama, matematiksel islemlerin bilgisayar yardimiyla tam
ve hatasiz olarak gerceklestirilmesiyle ugrasir. Bunun icin oncelikle
ilgili matematiksel alandaki nesnelerin tam olarak gosterilebilmesi,
daha sonra da bu alandaki problemlerin ¢ozimu icgin kullanilan
yontemlerin  bilgisayar yardimiyla isletilebilecek algoritmalara
donusturulmesi gerekmektedir. Burada matematiksel anlamda en basit
nesneler olan tamsayr1 ve reel sayillarin bile bilgisayar donanimi
tarafindan matematiksel anlamda tam olarak gosterilmedigini
hatirlatalim.

Bilgisayar uzerinde ilk simgesel hesaplama calismalar1 1953 yilinda
baslamistir. Fakat dusunce daha eskiye dayanir. Ada Lovelace, 1842
yilinda Charles Babbage’in Analitik Makina’s1 hakkindaki notlarinda su
satirlar1 yazmistir:

Matematige asina olmayan kisiler, makinanin sonuglar1 sayisal olarak
vermesinden dolay1 yaptigl isin cebirsel ya da analitik olmaktan ziyade
aritmetik oldugunu dusunebilirler. Bu yanlistir. Makina sayisal
degerleri sanki harflermis ya da baska simgelermis gibi diizenleyip
birlestirebilir. Hatta, uygun diizenlemeler yapildig: takdirde sonuclari
cebirsel notasyon kullanarak ¢ikarabilir.

“Ilk programci” olarak bilinen Ada Lovelace’in 6ngoriisii biyiik 6lciide
gerceklesmistir. Guinumuzde Reduce, Maple, Macsyma, Mathematica,
Axiom, MuPad gibi genel amacgli, CoCoA, GAP, Magma, Macaulay,
Singular, Schoonship gibi 6zel amach pek ¢ok simgesel hesap sistemi
yaygin olarak kullanilmaktadair.

Simgesel hesabin tarihi

Simgesel hesabin tarihini incelerken bilgisayarlardan daha geriye
gitmemiz gerekiyor. Bunu yaparken matematik tarihinin buyuk bir
bolumunu isin icine katma tehlikesiyle karsilasiyoruz. Cunku matematik
problemlerinin ¢ozumu ic¢in iyi tanimhi mekanik yoOntemlerin, yani
algoritmalarin bulunmasi her zaman matematiksel yaratimin temel itici



guclerinden birisi olmustur.Burada M.O. 3. yuzyllda Euklides
tarafindan bulunan tamsayilarin en buyuk ortak bolenlerin bulunmasi
algoritmasinin ve genellestirmelerinin bugun kullanilan simgesel hesap
sistemlerinin en temel algoritmalar arasinda yer aldigini belitmeliyiz.
Polinom denklemlerinin koklerinin aritmetik ve kok alma islemleri
kullanilarak hesaplanmasi problemi matematikcileri yuzyillar boyunca
mesgul etmistir. Bu problem 19. yuzyilda Abel ve Galois tarafindan
olumsuz olarak sonuglandirilmissa da bu arastirmalar modern cebirin
dogmasina yol agmistir.

Newton’un 17. yuzyillda diferansiyel hesabi1 gelistirmesinden beri
diferansiyel denklemler matematigin en Onemli dallarindan birini
olusturur. Temel fonksiyonlarin turev ve integrallerinin hesaplanmasi
matematikle ilgili herkesin edinmesi gereken temel beceriler arasinda
yer alir. Diferansiyel hesap ogrenen her 6grencinin gozlemledigi gibi,
turev alma isleminin smirlh sayida temel kural kullanilarak her
durumda gercgeklestirilebilmesine ragmen, bunun tersi olan belirsiz
integral hesaplama islemi igin kullanim alani sinirli birgok degisik
yontem ogretilir. Sonu¢ almak icin bu yontemlerin hangilerinin ne
sekilde ve hangi sirayla uygulanacaginin bulunmasi bircok durumda
kisinin beceri ve deneyimine kalmistir; deneme ve yanilma yoluna

gidilmesi gerekebilir. Ayrica, Ornegin J'Snxxck gibi, ¢ozimu temel

fonksiyonlar kullanilarak ifade edilemeyen problemler vardir. Bu
yontemlerle bir ¢ozime ulasamadigimiz zaman gercekten c¢ozimi
olmayan bir problemle mi ugrastigimizi, yoksa sadece uygun bir
donusumler zincirini mi bulamadigimizi kestiremeyiz.

Tanim geregi, bir algoritmanin isletilmesinin uygulayicinin kullanilan
temel islemleri gerceklestirebilmesinden ote bir beceri ya da
deneyimine baglh olmamasi gerekir. Bu 6zelligin herhangi bir yontemin
bilgisayar tarafindan uygulanabilmesi i¢in gerekli oldugu agiktir.

Belirsiz integrallerin hesaplanmasi igin standart olarak ogretilen
yontemlerin bir algoritma olusturmadigini gordik. Bu problemin
algoritmik  ¢ozimi  olup olmadigi  baslangicindan  itibaren
matematikgilerin kafasini kurcalamistir. Ik 6énemli adim 1703 yilinda
Johan Bernoulli tarafindan “kismi kesirler” yonteminin bulunmasiyla
atilmistir. Kismi kesirler yonteminin sonucu olarak her rasyonel
fonksiyonun belirsiz integralinin rasyonel fonksiyonlar ve rasyonel
fonksiyonlarin logaritmalarinin bir toplami olarak ifade edilebilecegini
goruyoruz. 1833-35 yillarinda Liouville bu tur bir gosterimin daha genel
fonksiyon siniflarinda da gecerli olacagini gostermistir. Bu gosterimin
algoritmik olarak nasil elde edilebilecegi uzun siire arastirilmis,
sonunda 1948 yilinda Ritt tarafindan gelistirilen turevli halkalar ve
cisimler teorisi cozum icin gerekli temeli olusturmustur.



Kismi kesirler yontemi paydadaki polinomun carpanlarina ayrilmasini
gerektirir. Polinomlar1 ¢arpanlara ayirma problemi de uzun bir tarihe
sahiptir. Tamsayilar tuzerinde tek degiskenli polinomlarin c¢arpanlara
ayrilmasi icin ilk algoritma 1793 yilinda Schubert tarafindan
bulunmustur. 1882 yilinda bu algoritma Kronecker tarafindan yeniden
bulunmus ve cebirsel katsayili c¢ok degiskenli polinomlara
genisletilmistir.

Bu algoritmalardan faydalanilabilmesi igin bilgisayarlarin sahneye
cikmasi1 gerekecektir. Bilgisayarla ilk simgesel hesap uygulamalari
1953 yilinda Kahrimanian ve Nolan tarafindan yazilan turev hesaplama
programlar ile baslamistir. 1950lerin sonunda liste isleme dillerinin
gelistirildigi gortiyoruz. Bu diller, 6zellikle de en yaygin ve uzun émirli
olani, Lisp, simgesel hesap calismalarinda ¢ok onemli rol oynamistir.
Simgesel integral hesaplanmasiyla ilgili ilk program, 1961 yilinda
Slagle tarafindan yazilmigtir. Lisp ile yazilmis olan bu program
yukarida sozettigimiz “ders kitab1” yontemlerini kullaniyordu. O
yillarda simgesel matematik problemlerinin “yapay zeka” ile
iliskilendirildigini diustunebiliriz.

Bilgisayarla simgesel matematik problemlerinin c¢o6zilebileceginin
anlasilmasi uzerine alanin 1960h yillardan itibaren hizli bir gelisme
icine girdigini goruyoruz:

Polinomlarin c¢arpanlara ayrilmasi icin baslangicta Schubert ve
Kronecker algoritmalar kullanildi ve bilgisayar uzerinde bile oldukca
yavas olduklann goruldu. 1967 yilinda Berlekamp tarafindan sonlu
cisimler uzerindeki polinomlarin carpanlara ayrilmasi igin hizli bir
algoritma bulunmasi bu probleme yeni bir yon verdi. 1969 yilinda
Zassenhaus, Berlekamp algoritmas: ile elde edilen c¢arpanlardan
tamsayilar Uizerindeki ¢arpanlarin elde edilebilece@ini gosterdi. 1975-
76 yillarinda Musser, Wang ve Rothschild benzer yontemleri c¢ok
degiskenli ve cebirsel katsayili polinomlar icin gelistirdiler.

1968-70 yillarinda Risch ustel, logaritmik, trigonometrik ve rasyonel
fonksiyonlari iceren bir temel fonksiyonlar sinifi icin belirsiz integral
probleminin algoritmik ¢cozumunu olusturdu. Risch algoritmasinin daha
genel fonksiyon siniflarina genellestilmesi icin yapilan c¢alismalar
gunumuzde de surmektedir.

Integral hesaplama ile benzerlik gosteren bir problem de ZEzlf(k)

seklindeki serilerin toplamlarinin kapali olarak gosterilmesidir. 1978
yilinda Gosper ardisik terimlerinin oranmi k cinsinden rasyonel bir
fonksiyon olan seriler icin bu problemin ¢ozumunu buldu. Daha genel
bir algoritma 1990 yilinda Zeilberger tarafindan gelistirildi.

Grobner tabanlan polinom halkalar teorisinde kullanilan ¢ok onemli
bir aractir. Grobner tabanlan teorik olarak 1964 yilinda Hironaka, daha



once de 1899 yilinda Gordan tarafindan kullanilmisti. 1965 yilinda
Buchberger Grobner tabanlarininin hesaplanmasini saglayan bir
algoritma buldu. Buchberger algoritmasinin polinom sistemleri
acisindan oOnemi lineer cebirdeki Gauss yoketme yontemiyle
karsilastirilabilir. Bu algoritmanin polinom denklemlerinin koklerinin
bulunmasi, bir polinomun verilen baska polinomlar cinsinden ifade
edilmesi gibi pek ¢cok uygulamas vardir.

Yine bu yillarda ilk genel amacgh simgesel hesap sistemlerinin ortaya
ciktigini goruyoruz: 1968 yilinda Reduce, 1970’de Macsyma ve Reduce
2, 1971’de Scratchpad.

Bilgisayar teknolojisinin matematiksel algoritmalara etkisini en iyi
sekilde goOsteren Ornegi tamsayilar uzerindeki aritmetik islemler
olusturur: Bilgisayar donanimi sinirli tamsayilar uzerinde calisir. Bu
sinirin uzerinde tamsayilan bilgisayarda ¢cok basamakli sayilar olarak
gostermek ve aritmetik islemleri yazilim yoluyla yapmak gerekir.
Ilkokulda ogretilen toplama, ¢cikarma ve bdlme yontemleri bu is icin
kullanilabilir. Ornegin N basamakll iki sayiy1 carpmak istedigimizde,
gunlik hayatta kullandigimiz yontemi kullanirsak, birinci sayinin her
basamagini ikinci saymnin her basamagiyla c¢arpmamiz gerekir.
Dolayisiyla bu islem N? ile orantili bir zaman alacaktir. Carpma
isleminin daha hizli yapilabilecegi ilk defa 1963 yilinda Karatsuba
tarafindan gosterildi. Karatsuba yontemi N'%° = N'*ile orantili zaman
alir. 1971 yilinda ise Schénhage ve Strassen tarafindan Nla Nla lag N
ile orantili zaman alan ¢ok daha hizli bir carpma algoritmas: bulundu.
Bu algoritma yine 1960larda bulunan Hizli Fourier Donusumu
algoritmasiyla iliskilidir.

Simgesel hesabin kullanimi

Simgesel hesabin en Onemli getirisi anlasilabilirliktir. Bir problemin
simgesel kapali ¢Ozimiu insan igin sayisal bir ¢ozimiin verecegi
herhangi bir sayilar dizisinden cok daha fazla sey ifade edebilir. Eger
bu ¢ozum baska problemlerin girdisi olarak kullanilacaksa simgesel
¢ozum acikca sayisal bir ¢oziime gore daha ustindir. Sayisal degerler
gerektigi zaman bunlar her zaman simgesel ¢oziimden elde edilebilir.

O halde neden her problemin c¢ozumu icin simgesel hesap
kullanmiyoruz? Birinci ve en temel neden bazi1 problemlerin simgesel
yontemlerle c¢oziminin bilinmemesidir. Ikinci neden simgesel
yontemlerin genel olarak sayisal yontemlerden daha yavas olmasidir.
Dolayisiyla zamanin onemli oldugu, ornegin robot kontroli gibi
konularda, sayisal hesaplar1 simgesel hesaplara tercih etmemiz
gerekebilmektedir. Ugiincii neden de cogu zaman ¢ozilmesi gereken
problemin deneysel, kesin olmayan parametreler icermesidir. Bu
durumda ¢ozum de zorunlhu olarak yaklasik olmak zorundadir. Bunlarin
disinda sonuglarin sayisal olarak elde edilmesinin temel amag oldugu



problemler olabilir. Meteorolojide karsilasilan denklemler tum bu
durumlara iyi bir ornek olusturur..

Sonunda sayisal yontemleri kullanmak zorunda kaldigimiz durumlarda
bile, simgesel hesaptan problemi sayisal yontemlerle ¢ozmek i¢cin en
uygun hale getirmek icin faydalanabiliriz. Simgesel ve sayisal
yontemler birbirinin alternatifi degil,.matematiksel problemlerin
cozumunde kullanabilecegimiz yoOntemlerin, birlikte ya da ayr ayr
kullanilabilecek iki altkumesidir.

Sorunlar ve sinirlar

Cok basit bazi integrallerin temel fonksiyonlar cinsinden ifade
edilemedigini biliyoruz. Aym1 sekilde c¢ozimleri temel fonksiyonlar
cinsinden ifade edilemeyen pek c¢ok diferansiyel denklem vardir.
Bunlarla karsilasildiginda simgesel hesap yontemleri bize sonucu
veremeyecektir. Bu durumda matematikte kullanilmis olan yolu
izleyerek simgesel hesap yontemlerini 0zel fonksiyonlarla calisacak
sekilde gelistirmek gerekir: Eliptik fonksiyonlar, hipergeometrik
fonksiyonlar, Bessel fonksiyonlari, vb. Fakat bunu yapmanin tek ve en
iyi bir yontemi oldugu kuskuludur.

Matematigin genel olarak algoritmik hale getirilmesi projesi 19.
yuzyillin sonlarinda baslamistir ve gunumuzde “Hilbert programi”
olarak bilinir. Bunun butinuyle gercgeklestirilemeyecegi 1930larda
Godel tarafindan elde edilen ¢ozulemezlik sonuglariyla ortaya ¢ikmastir.
Daha sonra Matijasevic tarafindan Hilbert’in 10uncu probleminin, yani
polinom denklemlerinin tamsayr c¢ozumlerinin bulunmasinin genel
olarak ¢ozilemez oldugunun gosterilmesi bizim ag¢imizdan daha
ilgingtir. 20. yuzyillda matematigin bircok alaninda algoritmik olarak
cozulemezlik sonugclari ispatlanmistir. Simgesel hesap acgisindan onemli
olan sadelestirme problemi bunlardan biridir.

Sadelestirme problemi simgesel hesapta her noktada karsimiza cikar:
Iki tamsayly1 ya da polinomu birbirine boldigimiiz zaman ortak
carpanlar1 yokederek sonucu kisaltmamiz gerekir. Ya da oOrnegin
karmasik bir fonksiyonun tiurevini aldigimizda benzer terimleri bir
araya getirerek sonucu en kisa hale getirmek isteriz. Fakat
sadelestirme problemi ilk bakista gorunebilecegi kadar basit bir
problem degildir. Su ¢ ifadeyi ele alalim:

(X+)* - (x-1*° =
DX +2D0 X" +IA X+ 2 X+ DX =
Ax(x* +10x* +5)5x* +10x* +1)

Bunlardan hangini polinomun en “sade” halidir sorusunun cevabi
¢ozmeye calistigimiz probleme gore degisir. En iyi durumda bunlarin
herbirini digerinden elde edebilmeyi isteriz. En azindan bunlardan



herhangi ikisiyle karsilastigimizda esit olduklarini, yani aralarindaki
farkin sifira esit oldugunu gosterebilmeliyiz.

Polinomlar icin bu kolayca gosterilebilir. Daha genel ifadeler icin sifira
esitlik probleminin c¢ozumu daha zor olabilmektedir. Sifira esitlik
probleminin rasyonel sayilar, m, sin ve mutlak deger fonksiyonlarini
iceren ve toplama ve carpma altinda kapali olan fonksiyon sinifi i¢in
algoritmik olarak ¢ozulemez oldugu, diger bir deyisle bu sinif i¢in bir
kanonik sadelestirici yazmanin olanaksizligi1970 yilinda Caviness,
Richardson ve Matijasevic tarafindan gosterilmistir.

Daha pratik bir problem ise simgesel hesap algoritmalarinin isletilmesi
sirasinda hesaba giren ifadeler ve c¢ikan sonucglara oranla cok fazla
miktarda bellek kullanimini gerektiren ara sonuglarin ortaya
cikmasidir. Ara sonuclarin asiri buyumesi olgusu polinom islemleri,
matrisler uizerindeki islemler, Grobner tabani hesaplamalar gibi bircok
simgesel algoritmada gozlenebilir: Ornegin p(x) = x*° +7x = x” +2x° +3
ve q(x)=x%+3x*+2x>-1 polinomlarinin en buyik ortak bolenini

Euklides yoOnteminin diiz haliyle hesapladigimiz zaman bazi1 ara
sonuglarin katsayilarinin 295 basamakli sayilara kadar c¢ikabildigini
goruriiz. Ote yandan algoritmada yapilan, biitiin ara sonuclarin en
yuksek katsayisinin 1 olacak sekilde ayarlanmasi gibi basit bir
degisiklik sonucunda ortaya c¢ikan en buyuk tamsayr 70 basamakli
olmaktadir. Cikan sonuc ise 1°dir.

Bu olguyu en aza indirmek icin bircok yontem gelistirilmistir: Moduler
aritmetik yontemleri, tamsayilar uzerindeki matrisler icin Gauss-
Bareiss algoritmasi gibi. Bareiss yontemi Gauss yoketme algoritmasini
ara sonuglari mumkin oldugunca kiicuk tutarak yapmaya calisir.
Sayisal analizde ise ayni algoritma yuvarlama hatalarini en aza
indirecek uygulanmaya calisiir. Bu ve benzeri gozlemlerden su
dusunceye variyoruz: Ara sonuclarin asiri buyumesi kesin hesap
yapmanin bir bedeli olarak gorulebilir. Kayan noktali sayilarla yapilan
hesaplarda olusan yuvarlama hatalarinin temelde bu sayilar1 sinirhh bir
bellek alami kullanarak gostermemizin sonucu olmasi bu dusunceyi
destekler.

Simgesel hesap sistemleri

Simgesel hesap sistemlerini genel ve 0zel olarak amach ikiye ayirdik.
Genel amach sistemler mimkiin oldugu kadar cgesitli araglar sunarlar.
Bunlar1 kullanarak matematigin c¢esitli dallarindaki problemleri
cozmeye calisabiliriz. Bu sistemler asagida verilen oOrneklerde
gorilecegi gibi etkilesimli olarak kullanilabilirler. Hemen her simgesel
hesap sistemi bir programlama dili icerir: Basit problemleri etkilesimli
olarak ¢oOzerken bile aslinda problemi ifade edebilmek igin bir
programlama dili kullaniyoruz. Programlanabilmeleri simgesel hesap
sistemlerinin genisletilebilmelerini saglar. Kullanici kendi



problemlerinin ¢ozimini programlama diliyle ifade edebilecegi gibi
matematigin gesitli dallarindaki problemlerin ¢6zimi icin genel amach
sistemler Uzerinde yazilmis pek ¢cok pakete erisebilir.

Genel amach sistemlerin yeteri kadar guiclii olamadigi alanlarda bir ¢ok
ozel amacl sistem olusturulmustur. Ornek olarak gruplar teorisi
alaninda GAP ve Magma, komutatif cebir ve cebirsel geometri
calismalarn icin CoCoA, Macaulay ve Singular, yiuksek enerji fizigi
hesaplamalarinda Schoonship, tansor analizi ve genel gorelilik alaninda
Sheep gibi sistemleri sayabiliriz.

Ornekler

Asagidaki orneklerin timu herhangi bir genel amach simgesel hesap
sistemiyle yapilabilecek islemlerdir. Mumkun oldugunca degisik
sistemler kullanmaya calistik. Kullanici tarafindan yazilan satirlar
isaretiyle baslayanlardir.

Tamsay1 islemleri (MuPad)

? 40!
815915283247897734345611269596115894272000000000
? 27M(277) + 1
340282366920938463463374607431768211457

? ifactor(27(2"7) + 1)

59649589127497217 5704689200685129054721

Integral hesaplama (MuPad)

?2int((2*x + 3)/(x*2 + 1), Xx)
3 arctan(x) - ---- +1In(x + 1)

Carpanlara ayirma (MuPad)
? factor(poly(x"3 + 1))

2
poly(x - x + 1, [x]) poly(x + 1, [x])

Carpanlara ayirma (Maple)

? pr=ExN2*¥yN4*z - xX*ynOQ*zA2 + X*y*zAh3 + 2*X - yNh6*zN4 - 2*¥ynb*z
? factor(p);

4 3 5
(y zx+yz +2) (x-y 2

Adi diferansiyel denklem ¢ozumu (Reduce)



| oad_package odesol ve;
? depend v, x;
? odesol ve(df (v, x, 2) +4*df (y, x) +4*y-x*exp(X),VY, X);

3*x 3*x
3*e *X - 2%e + 27*arbconst (1) *x + 27*arbconst (1)
27*e

Grobner tabani hesaplama (CoCoA)
? Use R::=  zyx], Lex;
? 1 = ldeal (x"2+y"2+z72, xy"2+1, y"2+xz"2-2);
? ReducedGBasi s(1);

[yr2 — x*"3 =1, xMM + x + 1, z"2 + x"3 + x"2 + 1]

Matrislerin 6zdegerlerinin hesaplanmasi (Mathematica)

_ 2 1
In[39):= {A, u} =E1genvalues[A= (3 _1)]

Out[39]= {% (1-+/21], % (1++/21)}

_ a b
In[47:= {A, ¢} =E1genvalues[A= (b —a)]

ouer= {-/a2 +p2, /a2 + b2}

Lineer denklem sistemi ¢ozumu (Maple)

1 2 1 x T T

-1 1 2 y |=] 0 [ Soltionis:| -+7

1 3 -1 z 0 i
Sonucg

Simgesel hesap alaninda elli yillik tarihi boyunca ¢ok onemli gelismeler
olmus, pek ¢ok problemin ¢ozimu elde edilmis, ote yandan pek ¢ok
problemin de en genel halleri henuz ¢ozulememis ya da algoritmik
olarak c¢ozulemezligi goOsterilmistir. Dolayisiyla gerek daha genis
problem smiflarinin ¢ozulmesi, gerekse varolan c¢ozumlerin daha
iyilestirilmesi yonunde simgesel hesap arastirmalari yogun sekilde
surmektedir.

Matematikle ilgili herkesin simgesel hesap yontemlerinden
yararlanmasi gerektigi durumlar sozkonusu olabilir. Giinimiuizde kisisel



bilgisayarlar sozettigimiz simgesel hesap yontemlerinin c¢ogunu
gerceklestirebilecek guctedir, ve simgesel hesap araclari yaygin olarak
ulasilabilir hale gelmistir. Simgesel hesabin kullanilmasinin giderek
daha da yayginlasmasini bekleyebiliriz.
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